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1 Vektorraume

In einem Vektorraum miissen Addition und Skalarmultiplikation definiert sein. Die Ergebnisse dieser
Operation miissen ebenfalls in diesem Vektorraum sein. (Definition siche LA2->V1->F8)

1.1 Checks
1.1.1 Assoziativitat

(u+v)+w=u+@W+w), uv,weV
1.1.2 Existenz des Nullvektors
0eVv: V4+0=V
1.1.3 Exitenz des Negativen
YweVIi—veV: wv+4(—v)=0
1.1.4 Kommutativitit
v+w=w+v, Yo,weV
1.1.5 Assoziativitit
Ap)-v=p-(Av), ViNpeK, wveV
1.1.6 Neutralitdt der Eins
l-v=v, YveV
1.1.7 Distributivgesetz 1
Alvt+w)=A-v+A-w, VIeEK, ovweV
1.1.8 Distributivgesetz 2

A+p)-v=Xxv4+p-v, YweV, INpek

2 Unterraume

Ein Unterraum ist eine Teilmenge eines Vektorraums, der in sich die definition eines Vektorraumes erfiillt.

uvcv
u,v eU=>u+velU
AeKueU=AuelU

2.1 Tipp

Das eine Teilmenge ein Unterraum sein kann muss der Null Vektor teil der Teilmenge sein. Also dies
immer zuerst priifen.
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3 Lineare Unabhangigkeit
V ist ein Vektorraum und v, € V, A, € R ist gegeben. Die Vektoren v,, sind linear Unabhéngig falls
folgendes bewiesen werden kann.

M1+ A v+ A0, =0=2XA=0,1=0,...1, =0

1. Man setze die einzelnen Vektoren, deren lineare Unabhéngigkeit bestimmt werden soll, als Spaltenvektoren
zu einer Matrix zusammen.

2. Diese Matrix wird gleich den Nullvektor gesetzt und Gegausst.

3. Wenn sich keine Nullzeile ergibt (rang = max <= dim = 0) sind die Vektoren linear Unabhingig.

[vl Vg vn} =0

4 Lineare Hiille

V ist ein Vektorraum und v, € V ist gegeben. Der span ist die Menge aller Linearkombinationen der
Vektoren vy, ...,v,. Diese Menge beschreibt alle Vektoren die mit den gegebenen Vektoren (Basen)
erstellt /erreicht werden koénnen.

Span(Ul,...,Un):{U6V|U:A1'U1+"'+)\n'Un}

5 Koordinatenvektor

1
2 3 -3
plr)=1-1+-3-2+8-z°+-7-2° — 3
Lineare Kombination der Basisvektoren -7
ao_
p(x)=ag-14+ay-z+ay-2>+az-2° — Zl
2
Lineare Kombination der Basisvektoren as
6 Erzeugersystem
V ist ein Vektorraum. Die Vektoren vy, ..., v, sind ein Erzeugersystem, falls die Vektoren den gesamten

Vektorraum V' aufspannen.

span (v1,...,v,) =V

7 Basis
V ist ein Vektorraum und B C V. B ist die Basis des Vektorraumes V falls:

e B linear unabhingig ist.

e B3 ein Erzeugersystem von V ist. (span (B) = V)
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8 Normen

8.1 FEuklidische Norm

[alla= > a2 =zeR"

Iz llz= | >l zecCm

8.2 p-Norm
1
n P
|z [l,= <Z wz'p>
=1
8.3 Maximalnorm
| z ||oo= max |z;|, xz; e K"
1<i<n
8.4 Frobenius-Norm
| Allr=
8.5 Zeilensummennorm
n
| A lloo= lglfggnz |ai;]
j=1
8.6 Spaltensummennorm

m
| A= fgjagn; |ai;]
1=

9 Skalarprodukte

9.1 Standardskalarprodukt
(x,y):ixi'yi, z,y € R"
=1
<w,z>:i@~zi, x,y € C"
=1
9.2 Skalarprodukt auf L,

(f.9) 2 = / (@) g(a) da
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10 Fourier-Reihen

f (t) sein eine periodische Funktion mit Periode 7. Mithilfe der Fourier transformation kann eine solche
Funktion durch die unten stehende Reihe f (¢) dargestellt werden.

wp ist die Basiswinkelgeschwindigkeit und kann durch den GGT aller vorhanden Frequenzen definiert
werden.

10.1 Reelle Fourier-Reihen

f(t):%+Z(an~cos(n~wo't)+bn'Sin(”'W0't))

n=1
) T
a0 =7 /0 f(t) dt

T
an = (gn (t), [ (£)) ;2 '/0 f@)-cos(n-wy-t)dt, neN

T
/ f(t)-sin(n-wy-t)dt, neN
0

10.2 Komplexe Fourier-Reihen

oS
f (t) — ch . ei~k~wo~t _ Z C - ei~k»w0~t

kEZ k=—o0

1 /T .
e = (ex (), f (1) = T /0 f(t)-e"theotat nez

10.3 Umrechnen reell & komplex
ei-n~wg~t _’_efi-n-wo-t

2

1 n-wo-t _

cos(n-wp-t) =

e —i-n-wo-t

e
21
an =2-Re(cn)

b, = —2-Im(cy)

sin(n-wp-t) =

1 1
Cp, == Qp — = by -1
2 2
1
Co—i‘ao
1 1
C,n=ﬁ=§an+§bnl

10.4 Amplituden-Phasen-Form

ap >
f(t):?—FZAn-cos(n-wo-t—&—cpn)

n=1
a oo
f@)= ?0 + Z(An~cos(<pn) ~cos(n-wp-t) — Ay -sin(pp) - sin (n - wp - t))
n=1
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10.5 Umrechnen reell, komplex und Amplituden-Phasen-Form
an = Ay, - cos ()
by, = —A, -sin (,)
A, =2|c|
Pn = arg (cn)
Cp = % <A, - cis (pn)
11 Lineare Abbildung
f:V—Ww,
v— w = f(v)
Wenn [Gleichung 1] [2] und [3] erfiillt sind ist f eine lineare Abbildung.
fur+v2) = f(v1) + f(v2) (1)
fA-v)=X-f(v) (2)
f0)=0 3

11.1 Aufstellen der Matrix

% f linear W
\ \
By By
1 +
Rn AE]R;m;( n m

1. Man wende die Abbildung f auf alle Basisvektoren By an.

2. Die resultierenden Vektoren werden als Spaltenvektoren in eine Matrix geschrieben. Diese Matrix
ist die Abbildungsmatrix A von f.

11.2 Verkettung

AR S A S
| | |
By By By
1 , 1 , 1

Xn m X
Rrr AR RI  BELT e

C=B-AeR™"

12 Drehmatrizen

Drehmatrizen miissen aus ortsnormieren Spalten aufgebaut sein.

Reine Drehmatrix: det (D) = +1
Drehmatrix und Spiegelung: det (D) = —1
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12.1 Wichtige Matrizen

Al = (2) (2) — Stecken der Matrix mit Faktor 2
1 0] .
Ay = 0o -1l Spiegelung an der X Achse
1 0] " .
Az = 0 ol ™ Projektion auf die X Achse
0 1] T . L
Ay = {_1 ol Drehung um — (5) im Uhrzeigersinn
Ay = | (9)  —sin(p)] — Drehung um ¢ im Gegenuhrzeigersinn
5 sin (p)  cos () | & L & 8

12.2 Kern von linearen Abbildungen

V und W sind Vektorrdume mit der Abbildung f : V — W. Der Kern ist eine Menge von Vektoren
(v € V) die nach Anwenden der linearen Abbildung auf den Nullvektor fiihren (0 € W). ker (f) ist ein
Unterraum von V.

ker (f) = {veV|f(f) =0}
ker (A) = {z € R"|A-z =0}
ker (4) € R™*"

r = rang (A)

12.3 Bild von linearen Abbildungen

V und W sind Vektorrdume mit der Abbildung f : V — W. Das Bild ist eine Untermenge von W in
der alle Vektoren enthalten sind, die mit den Vektoren aus V' und der angewendeten Abbildung erreicht
werden koénnen.

im(f) = {w€W|w:f(v),VveV}

Die Basis von im (A) besteht aus den Zeilen der Matrix A (kénnen noch linear abhéngig sein).

12.4 Dimension von linearen Abbildungen

Die Dimension dim (A) gibt an wie viele Nullzeilen die gegeausste Matrix A besitzt.

12.5 Rangsatz
V und W sind Vektorrdume mit der Abbildung f: V — W.

dim (ker (f)) + dim (im (f)) = dim (V)

12.6 Umkehrabbildungen

V und W sind Vektorrdume mit der Abbildung f : V — W. Die Abbildung f hat die Abbildungsmatrix
A.

1. f injektiv <= ker (4) = {0}
2. f surjektiv <= im(A) =W
3. f bijektiv <= f ist injektiv und surjektiv (det (A) # 0)
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weder injektiv surjektiv, injektiv, bijektiv
noch surjektiv aber nicht injektiv  aber nicht surjektiv
f linear ! linear
| S 7 vl w
| \ \ \
By Bw = By Bw
{ { s {
AeR™X™ A-lepmXxn
N R™ R" & R™

All, — 1,] AT

12.7 Matrix der Umkehrabbildung

Matrix invertieren durch Gauss-Jordan.

12.8 Isomorphe Vektorrdume

f:V—>Wisomorph < f(veV)=veW
Schreibweise: V = W

Jeder reelle, endlich-dimensionale Vektorraum V' mit dim (V) = n ist isomorph zu R".

12.9 Basiswechsel

Vv Vv
| |
By By
1 1
gr  TER R?

veV
x — Koordinatenvektor v bez. By

# — Koordinatenvektor v bez. By

=T x

12.9.1 Matrix des Basiswechsels bestimmen

Basisvektoren von By durch die Basisvektoren von By ausdriicken. Die Koeffizienten stellen dann einen
Zeilenvektor von T' dar. Natiirlich auch umgekehrt méglich um 7! zu bestimmen.

12.9.2 Basiswechsels mit linearer Abbildung

A=S-A.T!

Der “Weg” der Transformation kann von links nach rechts abgelesen werden.
Spezialfall:
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K™ —

T T
By Bw

\ \

£~ linear
T 1% — w S

By Bw

+ +
kr TELT O gm

13 Eigenwerte und Eigenvektoren

V ist ein Vektorraum mit der Abbildung f: V — V und v € V, wobei v # 0. Ein Vektor v wird als
Eigenvektor von f mit Eigenwert von A € K bezeichnet, falls der Vektor v mit angewendeter Abbildung

f gleich dem Vektor v mit Streckung A ist.
fw)=A-v

A € K™ igt die Abbildungsmatrix zu f und = € K", z # 0, falls folgende Gleichung erfiillt ist, so
ist = ein Eigenvektor und A der Eigenwert zu diesem Eigenvektor.

A-x=\u

13.1 Eigenraum / Eigenvektoren

V ist ein Vektorraum mit der Abbildung f : V — V und Abbildungsmatrix A € K"*" bez. einer
beliebigen Basis. Die Basis F,; von F) sind die Eigenvektoren der Abbildung f mit Abbildungsmatrix

A.
Ex=ker(A-1,—A)={zeK"|A -z =Xz}

13.2 Charakteristisches Polynom

V ist ein Vektorraum mit der Abbildung f : V — V und Abbildungsmatrix A € K"*" bez. einer
beliebigen Basis. Das charakteristische Polynom entsteht durch das Auswerten der Determinante mit A

als Parameter des Polynoms.

pa(A) =det(A- 1, — A)
13.2.1 Eigenwerte betimmen

pa(\) =0
det(A- 1, — A) =0

13.2.2 Algebraische und geometrische Vielfachheit

e Anzahl des Auftretens eines Eigenwerts (wiederholende Nullstellen), wird als algebraische Vielfachheit
bezeichnet.

e Die Anzahl linear unabhéngiger Eigenvektoren beschreibt die geometrischen Vielfachheit.
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13.3 Diagonalisieren von Matrizen

Die Basis der diagonalisieren Matrix besteht aus lauter Eigenvektoren der Matrix. Somit miissen Eigenvektoren
bestimmt werden und mithilfe dieser als Basis ein Basiswechsel der Abbildung durchgefiihrt werden.
Achtung: Nicht alle Matrizen sind diagonalisierbar.

D=T-A-T'
T_l = [Evla EU2 : Evn]

A0 0

0 A 0
D =

0 O An

13.3.1 Diagonalisierbarkeit

e Wenn Matrix A € K"*" n verschiedene Eigenvektoren besitzt ist die Matrix diagonalisierbar.

e Wenn die Matrix A € K™*" mit Eigenwerten \; und deren algebraischen Vielfachheit n; folgendes
erfiillt dim (E),) = n; ist die Matrix diagonalisierbar. (Dimensionen der Eigenrdume der Eigenwerte
stimmt mit der algebraische Vielfachheit iiberein)

Spezialfille (immer Diagonalisierbar):
Matrizen mit n verschiedene Eigenwerten mit Vielfachheit von 1 sind immer diagonalisierbar.

A=AT

A= A

A-AT =1,

A-A* =1,

14 Potenz einer Matrix
AN 0 - 0 A0 -0
0 Mo 0 0 A7 0
D= . . = D"=| .

0 0 A 0 0 AR

A" =A-A-A.. . A
—_—
n mal

Ar=T7"t.pn.T

erM 0 0
0 et 0
el =
0 0 et
eA=T"1.eP.T
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15 Matrix Differenzialgleichungen

Betrachten Sie ein System linearer homogener ODEs mit konstanten Koeffizienten:

Y'(t)=A-Y(t)

Die Losung ist gegeben durch:

Y (t) = et Y,

wobei e das Matrixexponential ist, definiert als:

Wenn A =T-1. DT die Diagonalisierung von A ist, dann gilt:

eA=T"1.eP.T

wobei D eine Diagonalmatrix mit Eigenwerten \; auf ihrer Diagonale ist, und e? ist:

eM 0 0
0 e 0

el = .
0 0 ek

16 Symbole

o < :If and only if
e — : Implies
e V: For all

o 1: Exists

Severin (Stabil konstant
behindert)

makeitmeme.com
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