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1 Komplexe Zahlen

1.1 Definition C
C:={zlz=x+yi,zeR, yeR,i’=-1}

1.2 Real- und Imaginarteil
Re(z) =z
Im(z) =y

1.3 Komplexe Konjugation

Bei der komplexen Konjugation wird der imaginére Teil der Zahl mit —1 multipliziert (aka. Vorzeichen
gewechselt).

Z=x—Yl
1.3.1 Rechenregeln / -gesetze
zeC,weC
e Re(z) = 2
e Im(z) = 57

1.4 Betrag (Absolutbetrag)
’z| =22 +y2 =2z
1.4.1 Rechenregeln / -gesetze

zeC,weC

2| =0 = z=0

[wz] = [wl||

[+ 2] < fwf + 2|
jw]* = |||

o # 22
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1.5 Polar / Kartesisch

z=x+ Yyt

= =arctan (7). €] -5i 3|
— o = arct 4 _n.z
arg(z) = ¢ = arctan (a: , p € 575

arctan(g) -7, z<0Ay<O0
T
g, z=0Ay <0
Y
arctan (f) , z >0
p = arg(z) = @
7r
arctan(g) +m, z<0Ay=0
x
nicht definiert, r=y=0
arccos _r , y =0
Va2 +y?
¢ = arg(z) = x
— arccos | ——— |, y <0
/IQ +y2
nicht definiert, r=y=0

1.6 Rechenregeln in C

r=||

z = r(cos(p) +isin(p)) = r(cis(p))

21 €C,20€C, z3€C

o 21 + 23 = (21 +x2) + (Y1 +y2)i

e 21 t2z=2+2

o (21 +22) +23 =21+ (22+ 23)

e 21 +0=2x

e 21 +(—21)=0

o 2129 1= (21 +y19) (T2 + y2i) = (2172 — Y1) + (T1y2 + Y172)i

o (2122)23 = 21(2223)
o 1- 21 =21

-1
e 21 #0 <= 2] :xfﬁly%

® 2129 = 29221

o 21(22+ 23) = 2122 + 2123

Y1 7
ri+yi
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2 Vektoren

T

In

2.1 Definition Standardvektorraum
K" = R™ oder K* = C"

T
K':=qz=|:| |z €K 1<k<n

Tn

2.2 Rechenregeln
reK" yeK" ze K" A e K, ueK

I )\Il

.
>
8
I
>
I

T )\a.:n
s @ty tz=a+y+2)
ez +0==x
e z+(—x)=0
srty=y+u
o (Aw)z = AMpuw)
e l.z=1
o Mz+y) =+ Ny
o A+ p)r = r+ py

1+ Y%
® r+Yy=
T + Yn

1Y
TnYn

2.3 Standartnorm

r e K"

][ =

n
D lif?
=0

||zl| € Bg

Achtung bei x € C™ muss fiir z; der Betrag einsetzt werden (subsection 1.4)).
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2.3.1 Rechenregeln

° HCL‘H:O — =0
o (]| = A -[l=]|
o |z +yll < ]| + ]yl

2.3.2 Vektor normieren

Ein normierter Vektor ist ein Vektor mit der "Linge” 1 (||e.|| = 1).

reK", ye K", AeK

zeK”, ||z|| #£0

x
€r = 717
|||

2.4 Standardskalarprodukt (Indizierte Norm)

2.4.1 Rechenregeln

Wenn K" = R"™:

[ ]
—~ —~ —~ /&\ —~ —~ —~
>
<
~
Il
>
—~
8
<
~

r+y,z) = (r,2) +(y,2)

x,erz) = <z,y>+<z,z>

zeK" ye K"

n
i=1

le]| = vz, 2)

zeK' yeK* 2e K", AeK
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2.5 Oﬂ'nungswinkel
reK" x#0,ye K", y#0

(z,y)
= /(x,y) := arccos | ———
o=y (HwH-HyH)

1< +—F <1
][ - [l

(z,y)
]

2.6 Orthogonalprojektion
Die Orthogonalprojektion ist die Projektion eines Vektors auf einen anderen Vektor.

reK", z#0,yeK", y#0

w:<%%
el

2.7 Vektorprodukt
a€R3 a#0,beRb#0,ceR3 c£0, AR

a2b3 — a3b2
w=aXxb= (lgbl—albg
a1by — azby

I i
a bq
al+r -bbo
a2 b3 - a3 b2
az b3

a3 bl -alb3

b
&\
/ a1,
“ >< 1 b b1
axb a2 by

2.7.1 Rechenregeln
e wlaANwlbd
[[wl] = {la>x e[| = [[al[ -][b]] - sin(6)

e axb=0 = a=Xb

e axb=-bxa

ax(b+c)=axb+axc
Aa x b) = (Aa) x b=a x (\b)
ax (bxec)#(axb)xc

1. Zeile

2. Zeile

Severin Sprenger October 13, 2025
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2.7.2 Dreiecksflache

CL:E,Z):R

A= laxd]
2

2.7.3 Spatprodukt

a:@,b:/ﬁ,c:ﬁ

V=[{axbc)|=|{cxa,b)|=]|{bxca)
2.7.4 Tetraeder Volumen

1
V= 6}((1 x b, c)|

3 m x n-Matrizen
ail e A1n
A =

Am1 Gmn

K™Mxn .= {A|A = (aij),i S [1;m],j S [l;n],aij S K}

—air . —0aip
_A —
—Qam1 —Amn
3.1 Nullmatrix
0 0
0:=
0 0
3.2 Einheitsmatrix
1 0 0
0 1 0
1, =
0 0 1

Severin Sprenger October 13, 2025
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3.3 Rechenregeln
AeK™" BeK™" CeK™™" AeK, pekK

ain +bi1 - aip +bin
A+ B=

am1 + bml o Qmn + bmn

Aair o0 Aaig
e M=

)\a.ml o N
(A+B)+C=A+(B+0)
A+0=A
A+ (-4)=0
A+B=B+A
(Ap) - A=X-(uA)

e 1- A=A

AN (A+B)=X-A+X-B
A+p)-A=X-A+pu-A

3.4 Matrix Multiplikation
Ac IK’mXTL7 Be Khxk

A-B#B-A

Das Matrixprodukt ist nicht fiir alle Matrizen definiert. Dies kann folgend definiert werden.

e n=h <= A-B is defined

e k=m <= B-Ais defined

Falls die Multiplikation definiert ist, kann das Produkt wie folgend definiert werden:

AEKmxn7BEKth
e Fals A-B: Ce K™k  I=n=nh
e Fals B-A: Ce KM l=m=k

!
Cij = E ik - bij
=1

k=
| S -
-@@@mxnﬁy}@(9@® ......
= | ®0B0B® @R EHBD) ... .-
Q@HCH(W@1®H4 +e§% ...... )
(—5 -10 -15 10)
=15 O 15 18

-3 -2 7 -8
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3.5 Assoziativitat

Das Matrixprodukt ist assoziativ, solange die entsprechenden Matrix Multiplikationen definiert sind.

AeK™" BeK"™, CeKI*®
C(BA) = (CB)A

3.6 Hauptdiagonale

Die Hauptdiagonale einer Matrix verlauft von oben links ¢ = 1; 7 = 1 nach unten rechts ¢ = m;j = n.
Ein Element der Matrix ist Teil der Hauptdiagonale falls ¢ = j. Die Hauptdiagonale ist in der unteren
Abbildung in rot eingezeichnet.

Q Q Q
4
Q
N
N]
Q
N
@
Q Q Q
N
i

4 LGS

ai;-x1+ -t ain Ty = b

Am1 X1+ -+ Qmp - T, :bn
Das obere Gleichungssysteme kann folgend in Matrix-Vektor-Form umgeschrieben werden.

aiy o Qg Ty by

Gm1 e Qmn Tn bn

4.1 Gauss-Algorithmus

Das Ziel des Gauss-Algorithmus ist es Nullen unterhalb der Hauptdiagonale einer Matrix mit einem
Koeffizienten-Vektor b zu erzeugen.

Der Gauss-Algorithmus erlaubt das vertauschen von Zeilen und das Multiplikation / Division /
Addition / Subtraktion von Zeilen von einander. P wird hier als Pivotelement verwendet. Das Pivotelement
ist ein Element aus einer Zeile der Matrix. Links des Pivotelement ist der Gauss-Algorithmus bereits
erfiillt und die Elemente unter dem Pivotelement sind die zu modifizierenden Elemente der Matrix. Eine
Zeile das von einem Pivotelement besetzt ist/war, wird nicht mehr verdndert. Wenn alle Elemente in
der Spalte des Pivotelements unterhalb des Pivotelements gleich Null sind, so wird das Pivotelement der
Hauptdiagonale nach unten/rechts bewegt. Dies wird wiederholt, bis das Pivotelement das rechte ende
der Matrix erreicht hat. Falls ein Pivotelement gleich 0 ist, muss die Zeile so vertauscht werden, dass
das neue Pivotelement nicht gleich Null ist.

r= ()
Jp

Beispiel einer Matrix / Vektor Kombination auf die der Gauss-Algorithmus angewendet wurde.

a1 a2 az| b1
0  axx as3| |b2
0 0 ass b3

Severin Sprenger October 13, 2025 Zf. LA1 SW 1-14
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4.2 LGS losen

Um das LGS mit dem Matrix/Vektor Kombination zu 16sen wird riickwérts eingesetzt. Es ist die Matrix
/ Vektor Kombination gegeben:

a1l a2 ais by
0 axx asz| |be
0 0 ass b3

Solve for x3: 0-x1 + 022 + ass - v3 = b3

Solve for xa: 0- 1 + ass - Ta + a2 - 3 = by

Solve for x1: a1y -1 + a2 - o + a3 - r3 = by
4.3 Keine Losung

Falls eine Zeile der Matrix nur aus Nullen besteht und der b-Vektor nicht gleich Null ist gibt es keine
Losung fir das LGS.

bs # 0, * = any number

O O %
O ¥ %

S ¥ ¥

b3

4.4 Unendlich viele Lésungen / Parameter

Falls eine Variable Teil des z-Vektors in keine Zeile der Matrix A keine Pivotelement ein einer Spalte
besitzt, somit muss diese Variable als Parameter ausgedriickt werden. Bsp.:

* = any number

0 0

Somit muss die Variable x4 als Parameter ausgedriickt werden.
ry=teK

4.5 Losungsmenge

4.6 Eine Losung

Wenn das LGS eine Losung besitzt, kann die Losung als Vektor geschrien werden. Wobei xz,; die
Losungen der Variablen des LGS sind.

T1L

TnL

4.7 Unendlich viele Losungen

Wenn das LGS unendlich viele Lésungen besitzt, so kann die Losung wie folgt geschrieben werden.

* = any number, you know what the fuck you are doing

* *
T = +t ,teK,
* *
Severin Sprenger October 13, 2025 Zf. LA1 SW 1-14
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e 1 Parameter — Linie im Raum
e 2 Parameter — Flache im Raum

e 3 Parameter = Volumen im Raum

4.8 Kern / homogenes LGS
Azx =0

ker(A) ist die Bezeichnung fiir die Lésungsmenge eines homogenen LGS.

4.9 Dimension

dim(A) ist die Bezeichnung fiir die Anzahl freien Variablen (Parameter) der Losung eines homogenen
LGS.

4.10 Rang

rang(A) ist die Bezeichnung fiir die Anzahl der fixen Variablen der Lésung eines homogenen LGS.

5 LU-Zerlegung

1 0 0 x % *
* 1 0 0 = *

A= . =L-U
* ok 1 00 - =%

Falls alle Elemente auf der Diagonalen gleich 1 sind, handelt es sich um eine unipotente Dreiecksmatrix.
Fiir LU-Zerlegung normal Gaussen und Schritte mit - — 1 in die L-Matrix eintragen.

5.1 Zeilenvertauschungen

Falls Zeilen wahrend der LU-Zerlegung durchgefithrt werden miissen, muss zusétzlich eine Permutationsmatrix
angefiigt werden.

5.2 Anwendung LGS
Ax =1

P-A=L-U
Vorwartseinsetzen: L-y=P-b = y

Riickwértseinsetzen: U -z =y — «

6 Transponierte Matrix

Eine transponierte Matrix ist die Matrix an der Diagonalen gespiegelt.

al.

ij = @ji

6.1 Rechenregeln
A+ B)T = AT + BT
A-A)T =\ AT
AT)T =

A-B)T =BT . AT

(
(
(
(

Severin Sprenger October 13, 2025 Zf. LA1 SW 1-14
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6.2 Symmetrische Matrizen
e Symmetrisch, falls AT = A

e Anti Symmetrisch, falls AT = —A

7 Adjungierte Matrix

Eine adjungierte Matrix ist die Matrix in der alle Elemente transponiert worden sind.

=g
a;; = ay;

7.1 Rechenregeln
o (A+B)* = A"+ B*

o (A-A)F =X A*

o (A) =4

o (A-B)* = B*. A*

7.2 Hermitesche Matrizen
e Hermitesch oder selbstadjungiert, falls A* = A

e Anti-hermitesch oder anti-selbstadjungiert, falls A* = —A

8 Spur

Die Spur einer Matrix ist die Summe aller Elemente auf der Diagonalen.
tI‘(A) = Z A5;
i=1

8.1 Normalengleichung (Normalengleichung)
Es sind N Punkte gegeben.

y=a-2>+b-xz+1-¢

8
I
SYRS I

U1
Y2

YN

Severin Sprenger October 13, 2025
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9 Determinante

9.1 2 x 2-Matrix

det(A) = det(aq,az) := a1 - aza — a12 - a2

9.1.1 Rechenregeln
o det(ly) =1
e det(ar,az) = —det(az,a1)

det(X - ay,az) = - det(ar,az) = det(ag, A - az)
det

(
(a1 + bl,ag) = det(al,ag) + det(bl,ag)
(

det(ay,as + by) = det(ay, az) + det(aq, ba)

| det(a1, a2)| entspricht der Flache des von a; und as aufgespannte Parallelogramm.

9.2 3 x 3-Matrix

ay; a2 a3
A= lan ax axs|=[a a asg
aszr asz2 ass

a1 = [a21

det(A) = det(ay, az, az) := (a1 X az) - as

9.2.1 Rechenregeln
o det(l3) =1

e |det(ay,as,as)| entspricht der Volumen dem von a1, ag und as aufgespannte Spats.

Severin Sprenger October 13, 2025 Zf. LA1 SW 1-14
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9.2.2 Regeln von Sarrus

all\a12><a13><(111§112

asi ag2 Q23 Q2] as?
ol > TN

azyp azz2 azs asi 32

det(A) = @11 Q22 a33 + G12 - A23 - A31 + A13 * A21 - A32 — @13 - A22 - A31 — A11 - Q23 * @32 — 412 * 421 * G33

9.3 n x n-Matrix
det(A) = det(ay,az, - ,an)

9.3.1 Rechenregeln
e det(1,) =1
e det(ay,,a; +b,--+ ,a,) =det(ar, - a4 ,a,) +det(a, - ,b,-- ,an)

ai, - )‘ Ay "aan):)"det(ala"'aaia"'aan)
L4 ta17 --,aj,-~-,an):det(a1,~-~,aj,-~-,ai,“-,an)

(

det(

(

e det(A- B) =det(A) - det(B)

o det(AT) = det(A)

e det(U) = Produkt der Diagonalelemente, wobei U eine obere Dreiecksmatrix ist
(
(

e det(L) = Produkt der Diagonalelemente, wobei U eine untere Dreiecksmatrix ist

e det(A71) = = det(A)~?

det(A)
9.3.2 Laplacescher Entwicklungssatz
Entwicklung nach der j-ten Spalte: det(A) = zn:(—l)”j - a;; - det(A;;)
i=1
Entwicklung nach der i-ten Spalte: det(A) = i(—l)“‘j - ai; - det(A;5)
j=1
A;; ist eine Untermatrix mit (n — 1) x (n — 1) Dimensionen. Die Zeile ¢ und Spalte j streichen sich
dabei.

Severin Sprenger October 13, 2025 Zf. LA1 SW 1-14
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10 Matrixinverse

A invertierbar <= det(A4) #0 <= rang(A) =n
e A: regulér, falls rang(A) = n, sonst singulir
o A: invertierbar, falls B existiert sodass A-B=1,=B-A4, A~':=B

Beim Algorithmus wird ”von beiden Seiten der Gauss angewendet”. Es werden die gleichen Schritte
auf die rechte Matrix angewendet wie die Linke.

aiy apz - an, | 10 - 0

81 &8x» - ao 0 1

; : : : -0
dnmi dme -+ dmn o -- 0 1

10.1 Rechenregeln
e A-B=B-A
e A A=A A=1,
o A1 ist eindeutig
(A"1)"1=4
(A-4)T=1.47
o (AT = (A)
(A-B)'=B"1.A"

11 Komplexe Zahlen und Funktionen

e+ 1=0
e"? = cos(p) + i - sin(yp)

eF =" T = ¢" . " =" - (cos(y) +1i - sin(y))

eiz + efiz

cos(z) = SR

) etz — e—iz
sin(z) = 5

11.1 Exponentialform

z=x4y-i=r-(cos(p)+i- sin(p)) =r- e PtH2T L ey

11.2 Multiplikation/Division

21 23 =771 ez-<p1+k-2-7r~z Ty - ez~<p2+k-2~7r-z

Severin Sprenger October 13, 2025 Zf. LA1 SW 1-14
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11.3 Potenzen

n

S = (7" . €i~ap+k-2~7r-i)n

11.4 Wurzeln

36

+h 2T

{L/E _ (7” . ei-ga+k-2-7r-i)% _ {1/; el

11.5 Logarithmus

Ing(z) :=Ing(|z]) + - arg(2)

12 Seiten im Formelbuch

e Vektoren: S27, S104, S105, S106
e Matrizen: S24, S28, S34
e Komplexe Zahlen: S18, S19

13 Symbole

o < If and only if

e — : Implies

MATH|NEEDS TO/SOLVE
ITS|OWN,RROBLEMS ...

‘iflanyorié is sti/ll,prayihgx
on my downfall ﬁ‘?’stop

Py

. bro it"vfc\)rked. iim/cooked
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